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Методические указания по выполнению 
контрольной работы
Контрольная работа является одним из средств определения степени самостоятельного усвоения студентами теоретической части дисциплины и приобретения практических навыков исследовательской работы, связанной с решением прикладных исследовательских задач, проведением научных экспериментов, оцениванием результатов исследований, проверки адекватности математических моделей.

Контрольная работа дана в десяти вариантах. Номер варианта должен соответствовать последней цифре шифра зачетной книжки. Если номер шифра оканчивается нулём, выполняется десятый вариант. Все пояснения к контрольной работе должны быть изложены достаточно полно и последовательно. В тексте следует указывать страницы и номера таблиц использованного источника. Контрольную работу выполнять пастой, чётким почерком, оставляя поля для заметок рецензента.

В тексте следует привести список источников, использованных при выполнении работы.
Задание к контрольной работе
1. Построить математическую модель в кодированных значениях и проверить ее адекватность на уровне значимости 0,05 для технологического процесса, на результат которого влияют 3 фактора. Матрица планирования ПФЭ 23 представлена в табл. 1. Функцию отклика искать в виде полинома 

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3 + b12x1x2 + b13x1x3 + b23x2x3 + b123x1x2x3.
Табл. 1.

	
	х0
	х1
	х2
	х3
	х1х2
	х1х3
	х2х3
	х1х2х3

	1
	1
	-1
	-1
	-1
	1
	1
	1
	-1

	2
	1
	1
	-1
	-1
	-1
	-1
	1
	1

	3
	1
	-1
	1
	-1
	-1
	1
	-1
	1

	4
	1
	1
	1
	-1
	1
	-1
	-1
	-1

	5
	1
	-1
	-1
	1
	1
	-1
	-1
	1

	6
	1
	1
	-1
	1
	-1
	1
	-1
	-1

	7
	1
	-1
	1
	1
	-1
	-1
	1
	-1

	8
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Результаты трех параллельных наблюдений над показателем качества – результатом процесса, даны по вариантам в 
табл. 2.
Табл. 2.
	номер
	1 вариант
	2 вариант

	
	у1
	у2
	у3
	у1
	у2
	у3

	1
	18
	18,5
	17,5
	17,8
	17,4
	18,1

	2
	16,1
	16,3
	16,2
	16,1
	16,0
	15,9

	3
	12,2
	12,5
	12,8
	13,1
	12,5
	12,6

	4
	10,1
	10
	10,5
	10,0
	10,3
	9,8

	5
	8,5
	8,4
	8,3
	8,4
	8,5
	8,4

	6
	15,5
	15,3
	14,8
	15,0
	15,4
	15,2

	7
	25
	25,5
	25,4
	24,7
	24,9
	25,0

	8
	18,3
	18
	18,3
	17,8
	17,8
	17,9


	номер
	3 вариант
	4 вариант

	
	у1
	у2
	у3
	у1
	у2
	у3

	1
	18,6
	18,6
	18,9
	16,9
	17,9
	18,5

	2
	16,0
	16,0
	16,1
	16,1
	16,0
	15,9

	3
	12,4
	12,2
	12,9
	12,5
	12,0
	12,5

	4
	10,1
	9,9
	10,1
	9,9
	10,1
	10,2

	5
	8,5
	8,5
	8,6
	8,5
	8,5
	8,5

	6
	14,7
	15,2
	15,2
	15,0
	14,9
	15,4

	7
	25,3
	24,9
	24,5
	24,7
	24,8
	25,7

	8
	18,0
	18,2
	17,9
	18,1
	17,9
	17,9


	номер
	5 вариант
	6 вариант

	
	у1
	у2
	у3
	у1
	у2
	у3

	1
	17,7
	18,7
	18,2
	18,3
	18,0
	18,3

	2
	15,9
	15,9
	15,9
	16,0
	15,9
	15,9

	3
	12,0
	12,0
	12,1
	12,1
	12,2
	11,9

	4
	10,2
	10,0
	9,7
	10,1
	9,8
	10,2

	5
	7,9
	8,1
	8,0
	8,0
	7,9
	8,1

	6
	15,7
	14,3
	14,4
	14,9
	14,6
	15,0

	7
	24,3
	25,2
	24,9
	24,9
	25,0
	25,0

	8
	17,9
	18,0
	18,0
	18,0
	18,0
	17,7


	номер
	7 вариант
	8 вариант

	
	у1
	у2
	у3
	у1
	у2
	у3

	1
	17,0
	17,7
	19,0
	17,3
	18,4
	17,9

	2
	15,9
	16,1
	16,1
	15,9
	16,0
	16,0

	3
	12,0
	11,8
	12,2
	12,0
	12,2
	11,5

	4
	10,3
	9,7
	10,2
	9,9
	10,0
	9,9

	5
	8,1
	8,0
	7,9
	8,1
	8,1
	8,0

	6
	14,3
	15,4
	14,3
	15,4
	15,0
	15,5

	7
	25,4
	24,9
	24,7
	25,3
	25,2
	25,1

	8
	17,6
	18,0
	18,1
	17,4
	18,1
	17,9


	номер
	9 вариант
	10 вариант

	
	у1
	у2
	у3
	у1
	у2
	у3

	1
	17,6
	17,2
	18,3
	18,9
	16,9
	18,7

	2
	15,9
	16,2
	16,1
	16,1
	16,1
	15,9

	3
	12,1
	12,3
	11,9
	12,9
	12,5
	12,0

	4
	9,6
	10,2
	9,8
	10,1
	9,9
	10,0

	5
	8,0
	8,0
	8,0
	8,6
	8,5
	8,1

	6
	15,1
	15,0
	14,9
	15,2
	15,0
	14,3

	7
	25,3
	25,1
	25,0
	24,5
	24,7
	25,2

	8
	17,9
	18,1
	18,0
	17,9
	18,1
	18,0


2. Построить полуреплику ДФЭ 23-1 с генерирующим соотношением х3 = – х1 х2. 
Рассчитать коэффициенты модели в кодированных значениях и проверить адекватность уравнения регрессии на уровне значимости 0,05, если заданы результаты двух повторных измерений показателя качества (в табл. 3).
Табл. 3
	номер
	1 вариант
	2 вариант
	3 вариант

	
	у1
	у2
	у1
	у2
	у1
	у2

	1
	4,8
	4,4
	5,1
	5,6
	5,6
	5,9

	2
	12,2
	11,9
	12,0
	12,0
	11,2
	11,7

	3
	18,8
	18,5
	17,6
	17,4
	17,8
	18,7

	4
	10,2
	9,7
	9,3
	10,4
	10,1
	9,7


	номер
	4 вариант
	5 вариант
	6 вариант

	
	у1
	у2
	у1
	у2
	у1
	у2

	1
	3,9
	4,9
	5,5
	4,5
	4,7
	4,2

	2
	12,6
	12,1
	12,4
	11,8
	11,4
	12,8

	3
	18,6
	18,2
	17,3
	17,8
	17,9
	17,6

	4
	9,8
	10,1
	10,2
	10,4
	9,6
	9,5


	номер
	7 вариант
	8 вариант
	9 вариант

	
	у1
	у2
	у1
	у2
	у1
	у2

	1
	4,1
	4,5
	4,6
	3,9
	4,7
	4,8

	2
	12,2
	11,9
	12,3
	11,2
	12,7
	11,0

	3
	17,7
	18,4
	18,0
	17,7
	17,6
	18,8

	4
	10,0
	10,5
	10,1
	9,9
	10,7
	10,8


	номер
	10 вариант

	
	у1
	у2

	1
	5,1
	4,8

	2
	11,8
	13,7

	3
	18,5
	18,2

	4
	9,8
	10,5


Примеры решения задач

1. Пусть имеются результаты полного факторного эксперимента (ПФЭ) 22 (на функцию отклика влияют два фактора, которые изменяются на двух уровнях).

Для простоты обработки результатов представим факторы в нормализованном виде (табл. 4).

Табл. 4

	i
	x0
	x1
	x2
	y1
	y2
	
[image: image1.wmf]y


	Si2
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	1
	+1
	-1
	-1
	0,8
	0,6
	0,7
	0,02
	0,6375

	2
	+1
	-1
	+1
	1,3
	1,5
	1,4
	0,02
	1,4625

	3
	+1
	+1
	-1
	1,7
	1,7
	1,7
	0
	1,7625

	4
	+1
	+1
	+1
	2,6
	2,7
	2,65
	0,005
	2,5875


Для факторов, записанных в нормализованном виде, формулы для вычисления коэффициентов уравнения значительно упрощаются (число опытов N = 4)
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b0 = (0,7 + 1,4 + 1,7 + 2,65) / 4 = 1,6125;
b1 = (– 0,7 – 1,4 +1,7 + 2,65) / 4 = 0,5625;
b2 = (– 0,7 + 1,4 – 1,7 + 2,65) / 4 = 0,4125.
Получено уравнение регрессии
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Рассчитаем дисперсию воспроизводимости, связанную с тем, что существуют ошибки параллельных опытов (m = 2)
Рассчитаем построчную дисперсию
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S12= (0,8 – 0,7)2 + (0,6 – 0,7)2 = 0,02;
S22 = (1,3 – 1,4)2 + (1,5 – 1,4)2 = 0,02;
S32 = (1,7 – 1,7)2 + (1,7 – 1,7)2 = 0;
S42 = (2,6 – 2,65)2 + (2,7 – 2,65)2 = 0,005.
Проверим гипотезу об однородности дисперсий при помощи критерия Кохрена
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= 0,02 / (0,02 + 0,02 + 0 + 0,005) = 0,44.

Проверим гипотезу на уровне значимости 0,05:

(числа степеней свободы – количество выборок N = 4;число степеней свободы k = m – 1 = 2) 
Gтабл = 0,91, т.к. Gнабл < Gтабл, все дисперсии однородны (их можно усреднять) и можно рассчитать дисперсию воспроизводимости Sвосп2 или 
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Sвосп2 = (0,02 + 0,02 + 0 + 0,005) / 4 = 0,0113.

Для проверки значимости коэффициентов уравнения регрессии определим дисперсии оценок коэффициентов, для ПФЭ они равны между собой и равны
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Коэффициент значим, если его абсолютная величина больше доверительного интервала (b
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все коэффициенты уравнения значимы, т.к. все они меньше доверительного интервала.

Анализ адекватности модели производится при помощи критерия Фишера
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=0,0312,
где 
с – число значимых коэффициентов уравнения.

Fнабл = 0,0312 / 0,0113 = 2,8.
Fтабл = 5,3,
число степеней свободы для дисперсии воспроизводимости N(m-1) = 4(2 = 8;

число степеней свободы для дисперсии адекватности 
N-c=4-1=1.

Т.к. Fнабл < Fтабл, модель адекватно описывает процесс.

2. Пусть на функцию отклика влияют 4 фактора.

Для минимизации числа опытов принято решение использовать дробный факторный эксперимент с генерирующим соотношением x4 = x1 x2 x3 

Матрица планирования будет представлять собой полуреплику от плана 24 (24 = 16) – т.е. ДФЭ план 24-1 (24-1 = 8) (табл. 5).

Табл. 5.

	
	x0
	x1
	x2
	x3
	x4 (x1 x2 x3)

	1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1

	2
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1

	3
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1

	4
	+1
	+1
	+1
	-1
	-1

	5
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1

	6
	+1
	+1
	-1
	+1
	-1

	7
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1

	8
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1


Пусть тройные и четверные эффекты взаимодействия факторов пренебрежимо малы.

Тогда функция отклика будет иметь вид

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4 +

+ b12x1x2 + b13x1x3 + b14x1x4 + b23x2x3 + b24x2x4 +b34x3x4
Следовательно, необходимо определить 11 неизвестных коэффициентов уравнения. Данный план является ненасыщенным.

Матрица планирования эксперимента представлена в 
табл. 6. 
Табл. 6.

	
	x0
	x1
	x2
	x3
	x4
	x1x2
	x1x3
	x1x4
	x2x3
	x2x4
	x3x4
	y

	1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	10

	2
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1
	9

	3
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	15

	4
	+1
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	+1
	25

	5
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	+1
	26

	6
	+1
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	14

	7
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1
	5

	8
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	20


План является ортогональным, содержащим 3 пары одинаковых столбцов. 

Смешанные эффекты определим при помощи определяющего контраста +1 = x1 x2 x3 x4 (умножением фактора на обе части выражения для определяющего контраста)

x1 x2 = x12 x22 x3 x4 или x1 x2 = x3 x4;

x1 x3 = x12 x2 x32 x4 или x1 x3 = x2 x4;

x1 x4 = x12 x2 x3 x42 или x1 x4 = x2 x3.

Следовательно, матрицу планирования эксперимента можно переписать в виде, изображенном в табл. 7.
Табл. 7.

	
	x0
	x1
	x2
	x3
	x4
	x1x2 = x3x4
	x1x3 = x2x4
	x1x4 = x2x3
	y

	1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	10

	2
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	-1
	+1
	9

	3
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1
	-1
	15

	4
	+1
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	-1
	25

	5
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	-1
	-1
	26

	6
	+1
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	14

	7
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1
	-1
	+1
	5

	8
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	20


Определим коэффициенты модели
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b0 = (10 + 9 + 15 + 25 + 26 + 14 + 5 + 20) / 8 = 15,5,
b1 = (- 10 + 9 - 15 + 25 - 26 + 14 - 5 + 20) / 8 = 1,5,
b2 = (- 10 - 9 + 15 + 25 - 26 - 14 + 5 + 20) / 8 = 0,75,
b3 = (- 10 - 9 - 15 - 25 + 26 + 14 + 5 + 20) / 8  = 0,75,
b4 = (- 10 + 9 + 15 - 25 + 26 - 14 - 5 + 20) / 8 = 2,
b12 + b34 = (10 - 9 - 15 + 25 + 26 - 14 - 5 + 20) / 8  = 4,75,
b13 + b24 = (10 - 9 + 15 - 25 - 26 + 14 - 5 + 20) / 8  = -0,75,
b14 + b23 = (10 + 9 - 15 - 25 - 26 - 14 + 5 + 20) / 8  = -4,5.
Будем считать, что коэффициенты смешанных оценок сопоставимы, т.е. 

b12 = b34 = 4,75 / 2 = 2,375,
b13 = b24 = -0,75 / 2 = -0,375,
b14 = b23 = -4,5 / 2 = -2,25.
Уравнение регрессии получено в виде

y = 15,5 + 1,5x1 + 0,75x2 + 0,75x3 + 2x4 +

+ 2,375x1x2 - 0,375x1x3 - 2,25x1x4 - 2,25x2x3 - 0,375x2x4 +2,375x3x4.

Определим дисперсию воспроизводимости (построчные дисперсии рассчитаем и запишем в табл. 8).
Табл. 8.

	
	y1
	y2
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	Si2
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ˆ



	1
	9,8
	10,2
	10
	0,08
	10

	2
	8,95
	9,05
	9
	0,005
	9

	3
	15,1
	14,9
	15
	0,02
	15

	4
	24,9
	25,1
	25
	0,02
	25

	5
	25,75
	26,25
	26
	0,125
	26

	6
	13,9
	14,1
	14
	0,02
	14

	7
	4,8
	5,2
	5
	0,08
	5

	8
	19,9
	20,1
	20
	0,02
	20


Проверим гипотезу об однородности дисперсий при помощи критерия Кохрена на уровне значимости 0,05 (количество выборок N = 8;число степеней свободы k = m – 1 = 1)
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т.к. Gнабл < Gтабл, все дисперсии однородны (их можно усреднять) и можно рассчитать дисперсию воспроизводимости Sвосп2 или 
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Sвосп2 = (0,08 + 0,005 + 0,02 + 0,02 + 0,125 + 0,02 + 0,08 + 0,02) / 8 = = 0,046.

Для проверки значимости коэффициентов уравнения регрессии определим дисперсии оценок коэффициентов
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Коэффициент значим, если его абсолютная величина больше доверительного интервала (b
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 = 12,71 ( 0,0538 = 0,68,

все коэффициенты уравнения значимы, т.к. все они меньше доверительного интервала.

Поскольку предсказанные значения функции отклика совпали с экспериментальными, проверку адекватности уравнения производить не будем.
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